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В статье предлагается использование условно нестационарного гауссовского про-
цесса для аналитического исследования сходимости процессов имитационного моделирова-
ния и, особенно, сходимости алгоритмов поисковой оптимизации на имитационных моде-
лях. Данный процесс построен на основе теоремы о нормальной корреляции и рассматрива-
ется как экстраполяция стационарного гауссовского процесса с заданной предысторией. 
Автокорреляционная функция стационарного процесса представляет смесь двух экспонент. 
Основной задачей исследования является поиск зависимостей характеристик среднеинте-
гральных оценок полученного нестационарного процесса от начальных условий моделирова-
ния и параметров автокорреляционной функции исходного стационарного процесса. Пока-
зано, что в данном классе случайных процессов возможно моделирование различного вида 
монотонных трендов, а при сильной автокорреляции и далеких начальных условиях также и 
немонотонного тренда. Для дисперсии условно нестационарного процесса характерно не-
монотонное поведение. На начальном этапе дисперсия мала, что объясняется небольшими 
изменениями значений процесса на коротком периоде времени. Затем дисперсия растет, но 
наступает момент времени, когда эргодические свойства процесса начинают преобладать 
и дисперсия стремится к нулю; также показано, что тренд среднеинтегральной оценки 
имеет затянутый характер, содержит существенную систематическую погрешность на 
начальном этапе, зависит от коррелированности процесса, начальных значений и длитель-
ности моделирования. 

Ключевые слова: имитация, моделирование, гауссовские процессы, среднеинте-
гральные оценки, дисперсия, тренд, нестационарные процессы, автокорреляция, сходи-
мость, оптимизация. 
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The article proposes the use of conventional non-stationary Gaussian process for the ana-

lytical study of the convergence process simulation, and, in particular, the convergence of algo-
rithms in search optimization of simulation models. This process is based on the theorem on nor-
mal correlation and extrapolation is regarded as a stationary Gaussian process with a given his-
tory. The autocorrelation function of a stationary process is a mixture of two exponentials. The 
main objective of the study is to find dependency characteristics sredneintiegralnyh estimates ob-
tained by non-stationary process from the initial conditions and simulation parameters of the auto-
correlation function of the original stationary process. It is shown that in this class of random 
processes is modeling various types of monotonic trends possible, but with strong autocorrelation 
and distant initial conditions, and also non-monotonic trend. Dispersion of conditionally non-
stationary process is characterized by a nonmonotonic behavior. At the initial stage, the variance 
is small because of low values  of the process changes over a short period of time. Then, the vari-
ance increases, but there comes a time when the ergodic properties of the process and begin to 
dominate the dispersion tends to zero. It also shows that the trend has a tight estimate mean inte-
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gral character, contains a significant systematic error at the initial stage and depends on the corre-
lation of the process, the initial values and the duration of the simulation. 

 
Key words: imitation, modeling, Gaussian processes, the mean integral evaluation, vari-

ance, trend, nonstationary processes, autocorrelation, convergence, optimization. 
 

Для анализа влияния начальных условий на выходной имитационный процесс и раз-
работки стратегии моделирования необходима аналитически разрешимая модель выходного 
имитационного процесса. В качестве основы такой модели в статье предлагается использо-
вать гауссовские процессы. Пусть (t) – гауссовский стационарный процесс (процесс назы-
вается гауссовским, если все его конечномерные распределения гауссовские). Если зафик-
сировать начальные значения процесса, то получим условно нестационарный процесс. Ав-
токовариационную функцию будем аппроксимировать зависимостью 

   tctc eetr 21
21

2    , (1) 
где c1 > 0 и c2 > 0 – параметры автоковариации, а 1 и 2 – некоторые функции параметров c1 
и c2. Для параметров автоковариации будем использовать обозначение Cv = (с1, c2). При 
этом процесс будет сильнокоррелированным, если min(с1, c2) – мал (< 0,2), и слабокоррели-
рованным, если min(с1, c2) – велик (> 0,5). 

 
Характеристики условно нестационарного процесса. Пусть вектор-столбец S = 

(S0, S-1, ... , S-m)T определяет значения основного процесса (t) в моменты St  = t0,t-1,…,t-m, 
(t0 > t-1 > ... > t-m). Обозначим фрагмент случайного процесса, определенный на векторе St, 
как . Этот вектор является числовой выборкой из пространства состояний и при анализе 
основного процесса представляет выборку из (m+1)-мерной случайной величины, опреде-
ляющей глубину предыстории. Будем считать, что процесс начинается с момента времени t1. 

На основании теоремы о нормальной корреляции получим выражение для математи-
ческого ожидания условно нестационарного процесса с заданной предысторией: 

)()()()()}(|M{ 11 yESDtDyMSSDtDMtS  
 , (2) 

где y – математическое ожидание стационарного процесса; E – вектор-столбец единиц раз-
мерностью (m+1). 

Ковариационная функция процесса определяется следующим выражением: 
),(),()(|)(|),( 11

1 tuttuDDtDutrutR T  
 , (3) 

где D(t) = (r(t-t0), r(t-t-1), ... , r(t-t-m),  вектор-строка ковариаций; D=|| cov ((ti), (tj)) ||=|| r 
(ti – tj ) ||  i,j=0..-m,  матрица ковариаций предыстории процесса в моменты ti, tj; r(t) – авто-
корреляционная функция стационарного процесса. 

На рисунках 1 и 2 приведены графики дисперсии и математического ожидания для 
введенной автокорреляционной функции r(t) в зависимости от начальных условий модели-
рования St, S; от коррелированности стационарного процесса Cv. 
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Рис. 1. Дисперсия условно нестационарного процесса 

 
Здесь Cv1 = (1, 2), Cv2 = (0,3; 1), Cv3 = (0,2; 0,3), Cv4 = (0,1; 0,2);  = 1. 
Дисперсия условно нестационарного процесса не зависит от начального состояния и 

определяется только коррелированностью. Из графиков видно, что для коррелированных 
процессов дисперсия существенно медленнее сходится к стационарному значению. 

На рисунке 2 приведены тренды математического ожидания условно нестационар-
ных процессов.  
 

t

Ср
ед

не
е

-14

-10

-6

-2

2

6

10

14

18

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

S2

S1

S3

 t

Ср
ед

не
е

-6

-4

-2

0

2

4

6

8

10

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

S1

S2

S3

 
а)  б)  

 
Рис. 2. Тренды МО условно нестационарных процессов: а) Cv1; б) Cv2 

 
Здесь Cv1 = (0,2; 0,1), Cv2 = (0,4; 0,3); начальные условия St = (0; -1), S1 = (5; 0), 

S2 = (5; 5), S3 = (0; 5). 
Как видно из графиков, начальное состояние существенно сказывается на поведении 

тренда. Чем дальше начальное состояние от стационарного, тем более длительно восстановление. 
В результате вид трендов МО определяют следующие факторы: 
  коррелированность; 
  задержка автоковариации; 
  близость начальных условий. 
Их влияние схематично отражено на графиках рисунка 3.  
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Рис. 3. Тренды условно нестационарных гауссовских процессов 

 
На рисунке верхние графики соответствуют трендам без задержки, а нижние – с за-

держкой. В таблице 1 приведена классификация видов трендов в зависимости от исследуе-
мых факторов. 

 

Таблица  1 
Классификация трендов 

Ковариация Коррелированность Начальное состояние Процесс 
Без задержки Слабая Близкое Безинерционный 
Без задержки Слабая Далекое      Монотонный 
С задержкой Слабая Близкое      Монотонный 
С задержкой Слабая Далекое      Монотонный  

     с запаздыванием 
Без задержки Сильная Близкое       Монотонный  

 с запаздыванием 
Без задержки Сильная Далекое       Монотонный  

  с запаздыванием 
С задержкой Сильная Близкое  Монотонный 
С задержкой Сильная Далекое  Немонотонный 
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Характеристики среднеинтегральной оценки. Среднеинтегральная оценка являет-
ся стохастическим интегралом основного процесса 


T

dtt
T

T
0

)(1)(  , (4) 

и имеет математическое ожидание 

 
TT

dttM
T

dtt
T

MTM
00

)(1)(1)(  . (5) 

Введенные выше обозначения позволяют представить математическое ожидание 
среднеинтегральной оценки условно нестационарного процесса в виде: 

)()(1)( 1

0

EySDdttD
T

yTM
T









   . (6) 

Дисперсия оценки вычисляется путем интегрирования ковариационной функции ос-
новного процесса по всей области определения: 

  
T T

dudtutR
T

TD
0 0

2 ),(1)( . (7) 

Подставляя в этот интеграл выражение для ковариации и используя правила интег-
рирования векторных функций, получим: 

    
T T

T dudtuDDtDutr
T

TD
0 0

1
2 )()(|)(|1)(  . (8) 

Введем следующие обозначения для составляющих интеграла: 
стационарная составляющая: 

  
T T

S dudtutr
T

TD
0 0

2 |)(|1)( . (9) 

нестационарная составляющая: 

   
T T

T
N dudtuDDtD

T
TD

0 0

1
2 )()(1)(  . (10) 

При этих обозначениях общая дисперсия будет равна: 
)()()( TDTDTD NS   . (11) 

Двойной интеграл в последнем выражении допускает разделение переменных, по-
этому после соответствующих преобразований и перехода к векторной форме получим: 
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. (12) 

Введем обозначение  
T

dttD
T

TW
0

)(1)(  , выражение для нестационарной состав-

ляющей примет вид: 
)()( 1 TWDTWD T

N  
 . (13) 

В результате выражения для математического ожидания и дисперсии среднеинтн-
гральной оценки можно представить в виде: 
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. (14) 

Проведем анализ полученных соотношений для автокорреляционной функции. 
Компонента функционала W примет вид: 
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Используя обозначения r1 и r2, 
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получим: 

 )()(1)( 11 iii uTrur
T

TW  . (17) 

Исследуемыми зависимостями являются математическое ожидание и дисперсия средне-
интегральной оценки как функции от начальных условий и коррелированности процесса: 

),|()(

),,|()(









CSTDTD
CSSTMTM
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. (18) 

На рисунке 4 приведены графики дисперсии среднеинтегральной оценки стационар-
ного (DYS) и условно нестационарного процесса DY для параметров автокорреляционной 
функции, равных: Cv1 = (0,2; 0,1), Cv2 = (0,3; 0,2), Cv3 = (0,4; 0,3). Дисперсия среднеинте-
гральной оценки процесса определяется только коррелированностью и не зависит от на-
чальных условий моделирования. 

Таким образом, для дисперсии условно нестационарного процесса характерно немо-
нотонное поведение. На начальном этапе дисперсия мала, что объясняется небольшими из-
менениями значений процесса на коротком периоде времени. Затем дисперсия растет, но 
наступает момент времени, когда эргодические свойства процесса начинают преобладать и 
дисперсия стремится к нулю. 

Тренды среднего значения, кроме коррелированности, также зависят от начальных 
условий процесса. На рисунке 5 приведены графики математических ожиданий среднеинте-
гральной оценки условно нестационарных процессов. При построении трендов варьирова-
лись как параметры коррелированности, так и начальные условия Sj. В качестве начальных 
условий были выбраны St = (0; -1); S1 = (5; 0), S2 = (5; 5), S3 = (0; 5). 

Из сравнения графиков среднеинтегральной оценки и основного процесса можно заклю-
чить, что тренды среднеинтегральной оценки существенно более затянуты. Так, если для основ-
ного процесса характеристики были близки к стационару уже при t = 20, то для среднеинте-
гральной оценки период восстановления математического ожидания достигал значения 200. 

 



 

 92 

t

Ди
сп

ер
си

я

-0,1

0,1

0,3

0,5

0,7

0,9

1,1

0 60 120 180 240 300

Cv3

Cv2

Cv1

 t

Ди
сп

ер
си

я

-0,05

0,05

0,15

0,25

0,35

0,45

0 60 120 180 240 300

Cv3

Cv2

Cv1

 
а) DYS б) DY 

 
Рис. 4. Дисперсия среднеинтегральной оценки: а) DYS; б) DY 
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Рис. 5. Математическое ожидание среднеинтегральной оценки: а) Cv = (0,3; 0,4); б) Cv = (0,1; 0,2) 
 

Для целей аналитического исследования сходимости процессов имитационного мо-
делирования предложен условно нестационарный гауссовский процесс, который рассматри-
вается как стационарный гауссовский процесс с заданной предысторией в моменты времени, 
меньшие нуля, и введенной выше автокорреляционной функцией.  

Получены выражения для дисперсии и тренда условно нестационарного процесса в 
зависимости от параметров автокоррелляционной функции, начальных условий. Показано, 
что возможно описание в этом классе различного вида монотонных трендов, а при сильной 
автокорреляции и далеких начальных условиях возможно описание и немонотонного трен-
да. Показано, что характер дисперсии соответствует экспериментальным данным  и не зави-
сит от начальных значений. 

Получены аналитические выражения тренда и дисперсии среднеинтегральной оцен-
ки. Проведено исследование зависимости среднеинтегральной оценки от различных факто-
ров. Показано, что тренд среднеинтегральной оценки имеет затянутый характер, содержит 
существенную систематическую погрешность на начальном этапе, зависит от коррелиро-
ванности процесса, начальных значений, длительности моделирования. Показано, что дис-
персия среднеинтегральной оценки имеет унимодальный характер с максимумом на началь-
ном этапе моделирования и не зависит от начальных значений процесса. 


