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Приведено описание основных используемых понятий: нагруженный отрезок, соединение отрезков, 

определение порядка на множестве отрезков, формула для вычисления центра тяжести соединения отрезков. 
Сформулирована задача размещения множества отрезков, нагруженных сосредоточенной силой. Предложено ис-
пользование в качестве критерия точности решения показателя «отклонение центра тяжести от целевого положе-
ния». Задача является NP полной. Алгоритм полного перебора для ее решения имеет временную сложность O(n!), 
где n – число размещаемых отрезков. При большом числе отрезков получение оптимального решения путем 
сплошного перебора вариантов требует очень высоких вычислительных затрат. Поэтому поиск эффективных, при-
ближенных алгоритмов является актуальной задачей. Приводится определение массива перестановок «пузырек». 
Предложен алгоритм формирования транспозиций, с помощью которых можно формировать перестановки этого 
массива. Доказаны следующие теоремы: о неубывании положения центра тяжести соединения отрезков на этих 
перестановках; о вычислении приращения положения центра тяжести на соседних перестановках. На основе этих 
теорем построен алгоритм приближенного решения задачи размещения отрезков, временная сложность которого 
O(n2). Дана формула, определяющая для заданных отрезков максмально возможное отклонение. Приведены при-
меры с результатами работы алгоритма. Результаты работы могут быть использованы для планирования оптималь-
ного размещения груза на транспорном средстве.  
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The article provides a description of the basic concepts: a loaded segment, the connection of segments, the defini-

tion of order on a set of segments, a formula for calculating the center of gravity of the connection of segments. The prob-
lem of locating a set of segments loaded with a concentrated force is formulated. The criterion of optimal placement is the 
minimum deviation of the center of gravity from the given one. The task is NP complete. The brute-force algorithm for 
solving it has the time complexity O(n!), Where n is the number of segments to be placed. Therefore, the search for effi-
cient, approximate algorithms is an urgent task. The definition of the “bubble” permutation array is given. An algorithm is 
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proposed for generating transpositions, with the help of which it is possible to form permutations of this array. The theorem 
on non-decreasing of the position of the center of gravity of the connection of segments on these permutations is proved. A 
theorem on calculating the increment of the center of gravity position on adjacent permutations is proved. On the basis of 
these theorems, an algorithm is constructed for the approximate solution of the problem of allocating segments, the time 
complexity of which is O(n2). The concept of accuracy of the solution is given – deviation of the center of gravity from the 
target position. A formula is given that determines the maximum possible deviation for given segments. Examples of the 
algorithm are given. The results of the work can be used to plan the optimal placement of cargo on the vehicle. 

Key words: loaded segment, connection of segments, placement of segments, center of gravity, permutation, 
transposition, “bubble” array 
 

Введение. Имеются различные постановки и алгоритмы решения задач одномерной оптималь-
ной упаковки (размещения): «задачи о ранце» [1], упаковка одномерных контейнеров [6], представле-
ние перестановками решений одномерной задачи упаковки [4], оптимальная загрузка летательного ап-
парата [8, 10]. Задача одномерной упаковки является задачей комбинаторной оптимизации и относится 
к классу NP-полных [2]. Для ее решения разрабатываются различные алгоритмы, позволяющие полу-
чать результаты за приемлемое время и с заданной точностью [5]. Однако в настоящее время не суще-
ствует универсального алгоритма, способного одинаково эффективно решать все тестовые задачи [5]. 
Поэтому разработка новых вычислительно эффективных алгоритмов является актуальной и важной 
проблемой. Этой цели и посвящена настоящая работа. 

В статье рассматривается модель и задача размещения отрезков, нагруженных сосредоточен-
ной силой [3]. В качестве критерия оптимального размещения было выбрано «минимальное отклонение  
центра тяжести от заданного положения». Рассматриваемые задачи возникают, в частности, в связи с 
необходимостью оптимизации размещения груза на транспортном средстве, для которого положение 
центра тяжести является важным. Предложены алгоритмы решения задачи на массиве перестановок 
«пузырек» [7]. Временная сложность алгоритмов  O(n2), что на два порядка лучше алгоритма, описан-
ного в работе [3]. Приведены результаты решения задач на примерах. 

Описание задачи на перестановках. Приведем обозначения и формулировку задачи, предло-
женные в [3]. Горизонтальный нагруженный отрезок обозначается так: A = (a, p, b), где a – расстояние 
от левого края отрезка до точки приложения силы  p, b– расстояние, соответственно, до правого края 
отрезка. Сила p интерпретируется как вес отрезка, а точка приложения силы как центр тяжести отрезка. 
Компоненты отрезка A обозначаются также следующим образом: a = a(A), p = p(a), b = b(A).Для обо-
значения различных отрезков используются нижние индексы. Соединение Aij = AiAj  двух различных 
отрезков  Ai = (ai, pi, bi)  и Ai = (aj, pj, bj) определяется следующим образом:   

 푎 = 푎 퐴 = 푝 푎 + 푝 푎 + 푏 + 푎 /푝 , (1) 
 푝 = 푝 + 푝 , (2) 

 푏 = 푏 퐴 = 푝 푏 + 푝 푎 + 푏 + 푏 /푝 . (3) 
 

На отрезках определяется отношение порядка следующим образом:  
 퐴 ≤ 퐴 ⟺ 훾 ≥ 훾 	, (4) 

где Ax = (ax, px, bx), Ay = (ay, py, by), x = px / (ax + bx), y = py / (ay + by). Здесь  x, y – удельные веса отрез-
ков Ax и Ay. В работе [1] доказано (лемма 5), что для любых отрезков Ax,	Ay,	Az,	Auсправедливо: 

 퐴 ≤ 퐴 ⟹ 푎 퐴 퐴 퐴 퐴 ≤ 	푎 퐴 퐴 퐴 퐴 . (5) 
Для компоненты a(A) соединения A	=	A1A2…An отрезков будем использовать формулу (6) [3]: 

 푎(퐴) = 푝 푎 + (푎 + 푏 ) 	/푝(퐴), где	푝(퐴) = 푝 	. (6) 

Задача размещения отрезков формулируется следующим образом. 
Дано: n отрезков A1, A2, …, An,  и некоторое число c – заданное (целевое) положение центра 

тяжести для результата соединения этих отрезков. Пусть Jn – множество перестановок чисел {1, 2,…,n}. 
Любой перестановке w= (i1,i2,…,in)Jn можно сопоставить соединение отрезков: Aw =Ai1Ai2…Ain. Это 
означает размещение отрезков в порядке перестановки. Первая компонента такого соединения отрезков 
есть функция a(Aw) = a(Ai1Ai2…Ain) – расстояние от левого края соединенного отрезка до его центра 
тяжести. Для заданного множества n отрезков и числа c определяется функция  : 

 (푖 , 푖 , … , 푖 , 푐) = 	 |푎(퐴푖 퐴푖 …퐴푖 ) − 푐|, где	(푖 , 푖 , … , 푖 )퐽 . (7) 
Найти: перестановку (푖 , 푖 , … , 푖 )퐽 , на которой достигается минимум функции  : 

 (푖 , 푖 , … , 푖 , 푐) = min
( , ,…, )

(푖 , 푖 , … , 푖 , 푐). (8) 
Перестановка (푖 , 푖 , … , 푖 )퐽 	определяет оптимальное размещение отрезков с минимальным отклоне-
нием центра тяжести от заданного положения c. 
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Алгоритм формирования массива перестановок «пузырек». Массив перестановок получил 
название  «пузырек» по аналогии с  алгоритмом «пузырьковой сортировки» [7]. К отрезкам предъявля-
ется требование упорядочивания: 

 퐴 ≤ 퐴 ≤ ⋯ ≤ 퐴 . (9) 
По определению порядка на отрезках (4) это означает неубывание удельных весов отрезков. 

Если исходные данные не соответствуют этому условию, то необходимо произвести сортировку отрез-
ков по неубыванию удельного веса и присвоить отрезкам новые номера. При этом можно использовать  
алгоритм «быстрой сортировки» [7], сложность которого O(nlog2n).  

Пусть имеется перестановка I = (i1,i2,…,ij,ij+1,…,in). Действие транспозиции (j, j+1) на переста-
новку I означает перемену местами элементов ij и ij+1 , т.е. Io(j,j+1) = (i1,i2,…,ij+1,ij,…,in) [6]. 

Алгоритм_1 формирования массива транспозиций «пузырек». Алгоритм основан на после-
довательном применении транспозиций двух соседних элементов и формирует массив транспозиций T  
и массив пар переставляемых элементов E. 

Шаг 0. Задать число размещаемых отрезков n (размерность задачи). 
Шаг 1. Положить m = n(n-1)/2 +1 – размерность массивов T и E. Определить массивы: 
1) Начальная перестановка Q = {1,2,…,n}, Qx – рабочая перестановка; 
2) Масссивы T[m] и E[m], где T – пары индексов элементов (транспозиций) перестановки  Qx; E – 

пары переставляемых элементов соответствующей транспозиции. Если транспозиция T[k] = (i, j), то  
E[k] = (Qx[i], Qx[j]) для k = 1,…,m; E[k,1] = Qx[i],  E[k,2] = Qx[j] иT[k,1] = i, T[k,2] = j. 
3) Инициализация массивов:  Qx = Q, k = 1, T[1] = (1,1), E[1] = (1,1). 
Шаг 2. Выполнить двойной цикл: 

FOR i =1TO n-1 
    FOR j =1 TO n -i 
          k  := k + 1 
          T[k]        := (j,j+1) 
           E[k]        := (Qx[j], Qx[j+1]) 
          // Транспозиция:  Qx = QxoT[k] 
          Qx[j+1]  := E[k,1] 
          Qx[j]     := E[k,2] 
    NEXT j 
NEXT i 

Шаг 3. Результат: массив транспозиций T и пар элементов E. Конец. 
Замечание 1. Временная сложность алгоритма_1 O(n2).  
Замечание 2. Так как выполнено условие (9), то  E[k,1]<E[k,2] для всех k = 1,2,…,m. 
Замечание 3. Перестановку Qx на итерации k  обозначим Qx(k). Эту перестановку можно опре-

делить последовательным применением k транспозиций из массива T:  
 푄푥(푘) = 푄o푇[1]o푇[2]o… o푇[푘]. (10) 

Здесь порядок применения транспозиций определяется как «слева-направо».  
Определение. Множество {푄푥(푘)} ,  назовем множеством перестановок «пузырек». Отме-

тим, что сложность получения перестановки Qx(k) для заданного k равна O(n2).  
Пример 1. Результат работы алгоритма_1 для n = 5 приведен в таблице 1. 

 
Таблица 1 – Массивы T и E транспозиций «пузырек» 

k T[k] E[k] 
1 (1, 1) (1, 1) 
2 (1, 2) (1, 2) 
3 (2, 3) (1, 3) 
4 (3, 4) (1, 4) 
5 (4, 5) (1, 5) 
6 (1, 2) (2, 3) 
7 (2, 3) (2, 4) 
8 (3, 4) (2, 5) 
9 (1, 2) (3, 4) 
10 (2, 3) (3, 5) 
11 (1, 2) (4, 5) 

 
Обозначим через 퐴 ( ) соединение отрезков на перестановке Qx(k). Для примера 1 при k = 4:  

 푄푥(4) = 	푄o(1,1)o(1,2)o(2,3)o(3,4) = (2, 3, 4, 1, 5),	 (11) 
 퐴 ( ) = 퐴 퐴 퐴 퐴 퐴 . (12) 
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Теорема 1. Неубывание функции a(A) – положения центра тяжести (см. формулу (6)) на масси-
ве «пузырек». Пусть имеются n отрезков {퐴 } , , удовлетворяющих условию (9). Cформированы мас-
сивы транспозиций «пузырек» T, E и m – мощность этих массивов. Тогда для 푘 = 1,푚 − 1 справедливо 
неравенство: 

 푎 퐴 ( ) 	푎	 퐴 ( )  (13) 
Доказательство. 
Пусть  

 푄푥(푘) = (푖 ,… , 푖 , 푖 , 푖 , 푖 , … , 푖 ), 푇[푘] = (푟, 푟 + 1), 퐸[푘] = (푖 , 푖 ). (14) 
Введем обозначения:  

 퐴 = 퐴푖 …퐴푖 , 퐴 = 퐴푖 , 퐴 = 퐴푖 , 퐴 = 퐴푖 …퐴푖 . (15) 
Соединение отрезков на перестановке Qx(k) в этих обозначениях:  

 퐴 ( ) = 퐴 퐴 퐴 퐴 .  (16) 
Тогда соединение отрезков на перестановке	푄푥(푘 + 1) = 푄푥(푘)o푇[푘]:  

 퐴 ( ) = 퐴 퐴 퐴 퐴 .  
(17) 

По замечанию 2 푖 < 푖 . Согласно (9), 퐴 ≤ 퐴 .Тогда, по утверждению (5), справедливо (13).  
Таким образом, положение центра тяжести соединения отрезков, на перестановках «пузырек» 

не убывает. 
Центр тяжести соединения отрезков на массиве «пузырек». Центр тяжести соединения от-

резков определяется функцией a(A) (см. формулу (6)). Предлагается вычислять эту функцию с помо-
щью приращений на соседних перестановках «пузырек». 

Теорема 2. Изменение (приращение) положения центра тяжести на транспозициях «пузырек». 
Пусть имеется четыре отрезка:  

 퐴 = (푎 , 푝 , 푏 ), 퐴 = 푎 , 푝 , 푏 ,퐴 = (푎 , 푝 , 푏 ), 퐴 = (푎 , 푝 , 푏 ).	 (18) 
Введем обозначения для соединения отрезков:  

 퐴 = 퐴 퐴 퐴 퐴 ,퐴 = 퐴 퐴 퐴 퐴 . (19) 
Определим размер (длину) отрезков: 

 푑 = 푎 + 푏 ,푑 = 푎 + 푏 , 푑 = 푎 + 푏 ,푑 = 푎 + 푏 . (20) 
Определим общий вес отрезков: 

 푝 = 푝 + 푝 + 푝 + 푝 . (21) 
Отрезок 퐴  получен из отрезка 퐴  перестановкой (транспозицией) отрезков 퐴  и 퐴 : 

퐴 = 퐴 o(푦, 푧). Тогда	퐷(푦, 푧) = 푎(퐴 ) − 푎(퐴 )		– изменение положения центра тяжести (приращение) 
на транспозиции (y, z). Оно вычисляется по формуле:  

 퐷(푦, 푧) = 푎(퐴 ) − 푎(퐴 ) = (푝 푑 − 푝 푑 )/푝. (22) 
Доказательство.  
Применяем формулу (6) вычисления центра тяжести при n = 4: 

 a(A1) = [pxax + py(ay + dx) + pz(az + dx +dy) + pu(au + dx + dy + dz)]/p (23) 
 a(A2) = [pxax + pz(az + dx) + py(ay + dx +dz) + pu(au + dx + dy + dz)]/p (24) 

Вычисляя разность a(A2) – a(A1),  получаем требуемое – формулу (22). 
Теорема 2 позволяет эффективно вычислять значения положения центра тяжести (функция a) 

на массиве перестановок «пузырек». 
Алгоритм_2 вычисления центра тяжести. Предполагаем, что заданы n упорядоченных (см. 

формулу (9))  отрезков A1,…,An. Построены массивы T[m] и E[m] по алгоритму_1, где m = n(n-1)/2 +1.  
Шаг 0. Определить массивы:  
1) D[m] – приращения функции a;    
2) S[m] – значения функции a.  
По формуле (6) вычислить a(A) = a(A1A2…An) и p(A). 
Начальные значения массивов: D[1] = 0, S[1] = a(A). 
Шаг 1. Выполнить цикл: 

FOR k=1 TO m-1 
        i :=E[k+1, 1] 
        j := E[k+1,2] 
        D[k+1] :=[p(Ai)*( a(Aj)+b(Aj)) - p(Aj)*( a(Ai)+b(Ai))]/p(A) 
        S[k+1] := S[k]+ D[k+1] 
NEXT k 

Шаг 2. Результат: массивы D и S. Конец. 
Отметим, что временная сложность алгоритма_2: O(n2). На шаге «0» вычисление  по формуле 

(6) имеет сложность O(n2) и, далее, на шаге «1» проход по всем элементам массива E: O(n2).        
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Пример 2. Для n = 5 созданы массивы T и E (табл. 1). В таблице 2 представлены данные отрез-
ков A1, A2, A3, A4, A5. Для иллюстрации отношения порядка на отрезках в таблице 2 показан  их удель-
ный вес .   

  

Таблица 2 – Данные отрезков A1, A2, A3, A4, A5 
i a(Ai) p(Ai) b(Ai) i 
1 2.0000 7.0000 8.0000 0.7000 
2 10.0000 21.0000 30.0000 0.5250 
3 30.0000 12.0000 1.0000 0.3871 
4 25.0000 10.0000 10.0000 0.2857 
5 1.0000 3.0000 20.0000 0.1429 
 

Результаты работы алгоритма_2 – массивы D и S представлены в таблице 3 одновременно с 
массивами T и E.  

 

Таблица 3 – Массивы T, E, D, S 
k T[k] E[k] D[k] S[k] 
1 (1, 1) (1, 1) 0.0000 52.9245 
2 (1, 2) (1, 2) 1.3208 54.2453 
3 (2, 3) (1, 3) 1.8302 56.0755 
4 (3, 4) (1, 4) 2.7358 58.8113 
5 (4, 5) (1, 5) 2.2075 61.0189 
6 (1, 2) (2, 3) 3.2264 64.2453 
7 (2, 3) (2, 4) 6.3208 70.5660 
8 (3, 4) (2, 5) 6.0566 76.6226 
9 (1, 2) (3, 4) 2.0755 78.6981 
10 (2, 3) (3, 5) 3.0000 81.6981 

 
Оптимальная перестановка на массиве «пузырек». Задачу поиска оптимальной перестанов-

ки, соответствующей формуле (7), предлагается решать на массиве перестановок «пузырек» с помощью 
формирования транспозиций T, пар соответствующих переставляемых элементов E  и вычисления цен-
тров тяжести S. При этом для фиксированного n (размерность задачи) можно один раз построить мас-
сивы T, E и, задавая разные варианты отрезков и целевого положения центра тяжести, решать множе-
ство задач поиска оптимальной перестановки.   

Алгоритм_3 поиска оптимальной перестановки. 
Шаг 0. Задать число n – количество размещаемых отрезков и начальную  перестановку Q = (1, 

2,…, n). Определить m = n(n-1)/2+1. 
Шаг 1. Сформировать по алгоритму_1 массивы  T[m] и E[m]. 
Шаг 2. Задать отрезки: A1 = (a1, p1, b1), A2 = (a2, p2, b2),…, An = (an, pn, bn).  
Для отрезков должно выполняться свойство, определяемое формулой (9): A1A2…An.  
Шаг 3. Сформировать по алгоритму 2 массивы D[m], S[m]. 
Шаг 4. Задать целевое положение центра тяжести: число c такое, что S[1]  c  S[m]. Отметим, 

что если c < S[1] или S[m] < c, то решение очевидное: перестановки Qx(1) или Qx(m).  
Шаг 5. Перебирая последовательно элементы массива S, найти k такое, что выполняется нера-

венство: S[k]  c  S[k+1]. Определить k0:  k0 = k,  если (c – S[k])  (S[k+1] – c), иначе k0 = k + 1.  
Шаг 6. Результат – оптимальное решение задачи (7):   

 перестановка Qx(k0) = QoT[1]oT[2]o…oT[k0]; 
 положение центра тяжести на перестановке Qx(k0): S[k0]; 
 отклонение от цели  = |S[k0] – c|.  

Шаг 7. Конец.      
Замечание 4. По теореме 1 S[k]  S[k+1] для всех k = 1,2,…,m – 1. Тогда шаг 5 можно выпол-

нить методом деления массива S пополам. 
Замечание 5. Если после шага 6 необходимо скорректировать цель, то перейти на шаг 4. 
Замечание 6. Если после шага 6 необходимо скорректировать отрезки, перейти на шаг 2.  
Отметим, что в соответствии с замечаниями 5 и 6 алгоритмом 3 можно решать несколько раз-

личных задач одной размерности n. При этом массивы T и E  на шаге 1 формируются один раз для всех 
этих задач. 

Пример 3. Рассмотрим решение задачи (7) алгоритмом 3 на исходных данных примеров 1, 2. 
Результат шага 0: n = 5, Q = (1,2,3,4,5), m = 11. Результат шага 1 представлен в таблице 1. В таблице 2 
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результат шага 2 – заданные отрезки A1, A2, A3, A4, A5. Результат шага 3 – в таблице 3. Выполним шаг 4: 
c = 63. Выполняем шаг 5. Результат легко определяется по таблице 3: k = 5, S[5]  c  S[6]. Подставляя 
числовые значения, определяем k0 = 6. На шаге 6 получаем оптимальное решение:  

 перестановка Qx(6) = Qo(1,1)o(1,2)o(2,3)o(3,4)o(4,5)o(1,2) = (3,2,4,5,1); 
 положение центра тяжести на перестановке Qx(6): S[6] = 64.2453; 
 отклонение от цели  = |S[6] – 63|= 1.2453.    
В работе [3] под точностью решения задачи (7) понимается отклонение от цели . Точность за-

висит от исходных данных. Если на перестановках «пузырек»  = 0, то найдено глобальное решение. 
Это возможно, в случае c{S[1], S[2],…,S[m]}. Определим, при каком значении цели на перестановках 
«пузырек» будет достигаться максимальная величина . Пусть k0 такое, что  

 퐷[푘 ] 	= 	max	퐷[푘], 푘	 = 	1,2, … ,푚. (25) 
Если с = S[ko] – D[k0]/2, то на исходных данных будет получено решение с максимальным от-

клонением от цели  = D[k0]/2. В примере 3 по таблице 3 k0 = 7 и D[7] = 6.3208 максимальный элемент в 
массиве D. Тогда, если целевое положение центра тяжести  с = S[7] – D[7]/2 = 67.4056, то оптимальное 
решение на перестановке Qx(7) = (3,4,2,5,1), центр тяжести S[7] = 70.5660,  = 3.1604. 

Заключение. Данная работа является развитием результатов, изложенных в [3]. Приведено 
определение массива перестановок  «пузырек». Предложен алгоритм формирования транспозиций, 
с помощью которых можно формировать перестановки этого массива. Доказаны следующие теоремы: 
теорема о неубывании положения центра тяжести соединения отрезков на перестановках «пузырек»; 
о вычислении приращения положения центра тяжести на соседних перестановках. На основе этих тео-
рем построен алгоритм решения задачи размещения отрезков, нагруженных сосредоточенной силой. 
Временная сложность этого алгоритма O(n2), что на два порядка эффективнее алгоритма, предложенно-
го в [3]. Приведены примеры работы алгоритма. 
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В работе исследовано влияние формы представления программных абстракций на сложность алгоритмов 
работы программного обеспечения. Выполнено сравнение двух форм представления абстракций с точки зрения их 
влияния на сложность алгоритмов работы программного обеспечения. Использованы формальные методы оценки 
двух вариантов структуры программного обеспечения, в основу которых положено использование метрик. Одна фор-
ма выполнена в соответствии с классическими представлениями, регламентируемыми объектно-ориентированными 
методами, вторая – на основе принципа, согласно которому абстракции должны быть выполнены максимально при-
ближенными к терминам  предметной области. Реализация этого принципа достигается за счет сочетания объектно- и 
проблемно-ориентированных методов конструирования программного обеспечения. В результате получается вариант 
структуры, который на первый взгляд не очевиден с точки зрения объектно-ориентированных техник, но очень бли-
зок к специфике предметной области и обладает преимуществом с точки зрения статических и динамических харак-
теристик работы программного обеспечения. Программное обеспечение, составленное из абстракций, представляет 
собой программную систему, сценарий работы которой в общем случае складывается из сценариев работы каждой 
абстракции и сценария их взаимодействия. Чаще всего сценарий оперирует экземплярами сложных структур данных. 
Эти структуры данных и их экземпляры, реализуя различные формы представления данных, описывают элементы 
предметной области. От формы представления данных, формы и уровня абстрагирования при представлении в про-
граммной системе элементов прикладной области зависят статические и динамические характеристики алгоритмов ее 
работы, которые оперируют этими представлениями. Исследование выполнено на примере программного обеспече-
ния для проектирования деревянных конструкций. Этот пример является частным, но он демонстрирует общие зако-
номерности использования абстракций в сложных сценариях. 

Ключевые слова: информационные технологии, повышение эффективности вычислений, программная 
абстракция технической системы, проектирование технической системы, метрики программного обеспечения, уро-
вень сложности, надежность разработки  
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The paper studies the influence of the form of representation of software abstractions on the complexity of soft-
ware algorithms. A comparison of two forms of representation of abstractions from the point of view of their influence on 
the complexity of software algorithms has been performed. One form is made in accordance with the classical ideas regu-


