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В статье приводится математическая модель для расчета технологических параметров закре-
пления магистральных газопроводов на слабонесущих грунтах анкерными устройствами. Модель ис-
пользует элементы теории напряженно-деформированного состояния трубопроводов. Проведено ма-
тематическое моделирование действующих на газопровод продольных сил, предложен способ опре-
деления возможности потери устойчивости объекта. Описывается применение метода малого пара-
метра, распространенного на системы с распределенными нагрузками, для упругой системы сложной 
структуры с трением. Получены общие виды дифференциального уравнения и краевых условий. По-
казано применение этого метода при исследовании состояний закрепленного анкерами участка маги-
стрального газопровода. Наличие максимума на кривой состояния будет свидетельствовать о потере в 
данной точке устойчивости рассматриваемого участка трубопровода. Используется теорема Лагран-
жа-Дирихле, в соответствии с которой положения равновесия, соответствующие минимуму потенци-
альной энергии, являются устойчивыми, максимуму – неустойчивыми. 
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The paper presents a mathematical model for calculating the process parameters for fixing gas main 

pipelines on non-cohesive soils with anchors. The model uses the elements of the theory of the stress-strain 
state of pipelines. The study includes mathematical modeling of the longitudinal forces acting to the pipeline, 
and developing of method for determining possibility of stability loss of the object. The paper describes using 
of the small parameter method that extended to the systems with the distributed load, for the elastic system of 
the complex structure with friction. The study allowed obtaining the general kinds of differential equations 
and boundary conditions. The paper shows applications of this method in the analysis of states of the fixed by 
anchors section of the main pipeline. Presence of a maximum in the curve will indicate the status of the loss 
of stability at considered point of the analyzed pipeline section. The study uses Lagrange-Dirichlet theorem, 
according to which the equilibrium positions, corresponding to the minimum potential energy, are stable, and 
the equilibrium positions, corresponding to the maximum potential energy, are unstable. 
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Энергетический метод исследования устойчивости равновесия основан на теореме 
Лагранжа-Дирихле для консервативных систем, согласно которой в положении равновесия 
потенциальная энергия U имеет либо минимум, либо максимум. При минимальном значении 
энергии U равновесие устойчиво, при максимальном – неустойчиво. Теорема Лагранжа-
Дирихле дает прием для разрешения задач устойчивости системы. Сначала ищут потенци-
альную энергию системы, а затем минимальные и максимальные значения энергии. Поло-
жения равновесия, соответствующие минимуму потенциальной энергии, являются устойчи-
выми, максимуму – неустойчивыми. С математической точки зрения вопрос сводится к из-
вестным задачам дифференциального исчисления о нахождении минимума или максимума 
функций. 

Предположим, что наша система может быть описана как система с конечным чис-
лом степеней свободы и ее потенциальная энергия выражается в виде функции: 

U = U(x1, x2, ... , xn; v),                                                          (1) 
где x1, x2, ... , xn – обобщенные координаты системы; v – параметр нагрузки. 

Предполагаем также, без ограничения общности, что условие v = 0 соответствует от-
сутствию нагрузки и в этом случае система имеет устойчивое положение равновесия: 

x1 = 0 , x2 = 0 , ... , xn = 0.                                                       (2) 
Необходимым признаком экстремума функции U является равенство нулю всех ча-

стных производных 
U/xi=1,2,...,n = fi=1,2,...,n(x1, x2, ... , xn; v) = 0.                                             (3) 

Функции fi, вообще говоря, не являются линейными относительно x1, x2, ... , xn. Это-
му соответствует случай, когда потенциальная энергия является квадратичной формой отно-
сительно обобщенных координат. 

Сущность статического метода исследования устойчивости системы заключается в 
следующем. Учитывая тот факт, что при v = 0 система устойчива, достаточным условием 
устойчивости системы является постоянство знака определителя из вторых производных 
потенциальной энергии, а именно (здесь и далее в фигурных скобках приведены строки мат-
рицы): 

 
        det || {2U/x1x1, 2U/x1x2, ... , 2U/x1xn}; 
        {2U/x2x1, 2U/x2x2, ... , 2U/x2xn}; ... ; 

         {2U/xnx1, 2U/xnx2, ... , 2U/xnxn}|| > 0. 
(4) 

 

Значение параметра v, при котором этот определитель обращается в нуль, считается 
критическим значением. 

Пусть среди координат x1, x2, ... , xn можно выделить одно значение v = xk, которое 
обычно называют характерным перемещением. 

Во многих случаях состояние равновесия упругой системы можно определить двумя 
параметрами – характерным перемещением s и параметром нагрузки . Тогда всей совокуп-
ности состояний равновесия соответствует некоторая кривая в системе осей s и . Она по-
зволяет предсказать поведение системы при монотонном возрастании параметра нагрузки 
(или параметра перемещений), увидеть области устойчивости и отметить критические зна-
чения параметров. 

При обсуждении поведения системы будем предполагать монотонное возрастание 
параметра нагрузки до некоторого значения кр. При  > кр формы равновесия отсутствуют 
[2, 5]. Приведенный случай характерен отсутствием состояний равновесия при  > кр, по-
этому при достижении критической нагрузки происходит, строго говоря, не потеря устойчи-
вости, а потеря равновесия – покой становится невозможным. 
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Таким образом, условием потери устойчивости второго рода является равенство ну-
лю определителя: 

       det || {f1/x1, f1/x2, ... , f1/xn}; 
       {f2/x1,  f2/x2, ... , f2/xn}; ... ; 
       {fn/x1, fn/x2, ... , fn/xn}|| = 0. 

(5) 

Однако, чтобы найти критическое значение параметра нагрузки, нельзя, монотонно 
увеличивая параметр нагрузки от нуля, находить равновесные состояния из системы нели-
нейных уравнений: 

fi=1,2,...,n(x1, x2, ... , xn; v) = 0.                                                        (6) 
Дело в том, что решая эту систему уравнений любым численным методом относи-

тельно неизвестных x1, x2, ... , xn при приближении значений параметра v к vкр мы уже будем 
получать вырожденную систему. Этим объясняется тот факт, что традиционно составленные 
программы расчета трубопроводов не в состоянии вычислить критическое значение про-
дольной силы [1]. 

Эти программы имеют характер поверочных расчетов, а для значений критической на-
грузки принимаются величины, полученные из совсем других расчетов, а именно из примеров, 
которые удалось рассчитать аналитически [3]. Разумеется, нет никакой уверенности в том, что 
из таких примеров можно получить надежные расчеты для нормативных документов. 

Кстати, для случая закрепления трубопроводов анкерами даже такие примеры отсут-
ствуют, и условия устойчивости формулируются из общих соображений. Покажем, каким 
образом можно преодолеть указанные сложности [4]. 

Введем некоторый параметр r, пока не конкретизируя его, а все неизвестные x1, x2, ... , 
xn и v будем считать полностью равноправными. Тогда после дифференцирования можно за-
писать: 
    (f1/x1)(x1/r) + (f1/x2)(x2/r) + ... + (f1/xn)(xn/r) + (f1/v)(v/r) = 0; 
    (f2/x1)(x1/r) + (f2/x2)(x2/r) + ... + (f2/xn)(xn/r) + (f2/v)(v/r) = 0; ...; 
    (fn/x1)(x1/r) + (fn/x2)(x2/r) + ... + (fn/xn)(xn/r) + (fn/v)(v/r) = 0. 

(7) 

Теперь выделим произвольную координату xi как характерную и добавим к системе 
(7) еще одно уравнение: 

          dxi/dr = 1. (8) 
Это условие идентифицирует параметр r как xi. Однако выделение этого условия в 

отдельное имеет большие преимущества, так как система (7) готовится один раз, а условие 
(8) можно легко сменить на другое. 

Теперь можно считать, что исходная система имела (n + 1) неизвестное и параметр r 
и можно записать систему из (n + 1) уравнения: 

             fi = 1,2,...,n(x1, x2, ... , xn; v; r) = 0 ; xi = 1,2,...,n - r = 0. (9) 
Оказывается, такой подход дает возможность найти критическое значение параметра 

v = vкр, применяя к системе (9) метод дифференцирования по параметру [8, 9]. 
Дело в том, что в отличие от случая, когда матрица A: 

A = || {f1/x1, f1/x2, ... , f1/xn}; 
{f2/x1,  f2/x2, ... , f2/xn}; ... ; 
{fn/x1, fn/x2, ... , fn/xn} || . 

(10) 

вырождается, матрица расширенной системы: 
A = || {f1/x1, f1/x2, ... , f1/xn, f1/v}; 
{f2/x1,  f2/x2, ... , f2/xn, f2/v}; ... ; 

{fn/x1, fn/x2, ... , fn/xn, fn/v}; 
{0, 0, 0, ... , 0, 1, 0, ... , 0, 0} || 

(11) 
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невырожденная (за исключением каких-то нереальных с точки зрения реализации на прак-
тике случаев). Переход через точку максимума в область неустойчивых состояний с прин-
ципиальной точки зрения не вызывает осложнений. 

Нелинейную систему уравнений равновесия участка газопровода (стержень трубча-
того сечения, жестко закрепленный по концам с нелинейно-упругими связями) относитель-
но координат перемещений Zi (i = 1, 2, ... , n) можно представить в виде: 

Z1 + Z01 =  11P1 + 12P2 + ... + 1nPn + (q + q0)1q; 
Z2 + Z02 = 21P1 + 22P2 + ... + 2nPn + (q + q0)2q; ... ; 

Zn + Z0n = n1P1 + n2P2 + ... + nnPn + (q + q0)nq; (12) 
P1 = - (K1/M1)Z1exp[ -(Z1/M1)N1]; 

P2 = - (K2/M2)Z2exp[ -(Z2/M2)N2]; ... ; 
Pn = - (Kn/Mn)Znexp[ -(Zn/Mn)Nn], (13) 

где q – поперечная равномерно-распределенная нагрузка; P1, P2, ... , Pn – реактивные силы от 
анкерных устройств, зависящие только от дополнительных перемещений Zi (i = 1, 2, ... , n), 
т.е. Pi – поперечная нагрузка в i-ом сечении, удерживающая газопровод; Z0i (i = 1, 2, ... , n) – 
начальные перемещения сечений – мест закрепления анкерных устройств при действии фик-
тивной нагрузки q0; ij и iq (i = 1, 2, ... , n; j = 1, 2, ... , n) – податливости, зависящие от пара-
метра продольной  силы  = [T/(EJ)]1/2, где T – продольная сила; E – модуль упругости стали; 
J – момент инерции сечения газопровода; Pi = f(Ki, Mi, Ni, Zi) – несущая способность анкера в 
виде трехпараметрической степенной функции от Zi (i = 1, 2, ... , n), причем Ki, Mi и Ni 
(Ki имеет размерность силы, Mi – размерность перемещения и Ni – безразмерный параметр) – 
параметры, определяемые путем статистического анализа результатов экспериментальных 
исследований податливости винтовых анкеров. 

В векторном виде систему уравнений можно записать следующим образом: 
dZ/dr = A0(dP/dr) + C(dq/dr); (14) 

dPi/dr = - (Ki/Mi)(Zi)(dZi/dr); (15) 
(Zi) = [1 - Ni(Zi/Mi)Ni]exp[-(Zi/Mi)Ni], (16) 

где в фигурных скобках приведены столбцы соответствующих матриц dZ/dr = ||{Z1/r, 
Z2/r, ... , Zn/r}||, dP/dr = ||{P1/r, P2/r, ... , Pn/r}||, C = ||{1q, 2q, ... , nq}||, A0 = ||{ij}||. 

Если ввести еще одну матрицу: 
R = ||{-(K1/M1)(Z1), 0, 0, ... , 0}; 
{0, -(K2/M2)(Z2), 0, ... , 0}; ... ; 

{0, 0, 0, ... , -(Kn/Mn)(Zn)}||, (17) 
вместо уравнения (12) можно записать: 

(E – A0R)dZ/dr - Cdq/dr = 0,                                                      (18) 
где E – квадратная матрица, элементы главной диагонали которой равны единице, а осталь-
ные равны нулю.  

Следуя методу дифференцирования по параметру, добавляем еще одно уравнение: 
dZk/dr = 1, (19) 

идентифицирующее параметр r как Zk, разрешаем систему (18)–(19) относительно производ-
ных и добавляем начальные условия. В результате получим систему дифференциальных 
уравнений в нормальном виде. 

Если начального искривления нет, то имеем начальные условия вида 
r = 0; Z1 = 0; Z2 = 0; ... ; Zn = 0; q = 0. (20) 

В случае наличия начального искривления имеем: 
r = 0; Z1 = Z01; Z2 = Z02; ... ; Zn = Z0n; q = -q.                                           (20) 

Получаем задачу Коши для системы уравнений с начальными условиями (20) или 
(21). Решая задачу Коши численным методом Рунге – Кутта [6, 7], получаем зависимость 
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q(r), которая является кривой состояний закрепленного анкерами участка газопровода. На-
личие максимума на кривой состояния будет свидетельствовать о потере в данной точке ус-
тойчивости рассматриваемого участка газопровода. 
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